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CLASA a Xl-a

SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE

Nota: - Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda
punctajul corespunzator.
- Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru
rezolvari partiale, in limitele punctajului precizat in barem.
- Se acorda zece puncte din oficiu.

Subiectul 1 (20 puncte)
a) Se considerd 4, B € M,,(R) astfel incat AB = BA. Artati ca det( A’ +B?)>0.
b) Daca X € M,,(R) si det X >0, ardtati ca det(x —1,+X*)>0.
Solutie:
det(A® +B?) =det[ (A+iB)(A—iB)]=det(A+iB)-det(A—iB) =
) =det(A+iB)-det(A+iB)=det(A+iB)-det(A+iB)=|det(A+iB) 20

b) Daca X € M,,(R) si det X >0 atunci X este nesingulara, deci X este inversabila, adica
existd X~ € M,,(R). Mai mult,

det X -det(X —1,+X ) =det| X (X —I,+X ") | =det(X* =X +1,)=

:de{(x —%lnjz +%In}:det (x —%Injz +(§an2

Verificam ca [X—%Inj- ﬁln)=[£|n}(x-%|nj si atunci din a) avem ca

2 2

det (X——I ( J >0, deci det X -det(X —1,+ X *)>0. Cum din ipotezd avem ca

det X >0 obtinem ca det( —In+X‘1)20.
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Detalii de rezolvare Barem
asociat

a) det(A’+B?)=det[(A+iB)(A-iB)] 2p
det[ (A+iB)(A-iB)]|=det(A+iB)-det(A-iB) 2p
det(A+iB)-det(A—iB)=det(A+iB)-det(A+iB) 2p
det(A+iB)-det(A+iB)=det(A+iB)-det( A+iB) 2p
det(A+iB)-det(A+iB)=|det(A+iB) >0 2

b) X € M,(R) si det X >0 atunci X este nesingulara, deci X este inversabila,
adici existdi X! € M, (R) 1p
det X -det(X —1,+X ) =det| X (X —1,+X*) |=det(X* =X +1,) 3
, ~ 1.\ 3
det(X?-X +In)_de{(x —Elnj +ZI“} 2
2 T 2 2

det (X——an 30| = det [x-llnj + £|n L
| 2 2 P

Verifica ca (X —llnj- ﬁln = ﬁln -(X—llnj 1
2 2 2 2 P

Foloseste a) si arata ca
2 2
detx-det(X—|n+x1)_det[(xi|nj +[£|HJ ]zo 1p
2 2

Cum, din ipoteza, avem ca det X >0 obtinem ca det(X -1+ X’l) >0. 1p
TOLAL ...eeeceereecnnceesancsanesaesanesasssesseesasssassssesssssassssesssssassssesassssessass s assssnssnsansnnsnsns 20p
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Subiectul 11 (20 puncte)

Fie matricele A, B € M,(C) astfel incat A’ =A’si A+B=1, Sa se arate cd matricea
I, + AB este inversabila.
Solutie:

Inmultim relatia A+B =1 lastanga cu matricea Asiobtinem A’+ AB= A, relatie pe care o
inmultim la dreapta cu AB si vom avea A’B +(AB)2 = A’B. Dar A’ =A?, deci A’B=A’B,

de unde (AB)" =0, .

Atunci I, =1,—(AB) =(1,+AB)(1,~AB). Cum si (I,—AB)(I,+AB)=1,, avem ca
matricea |, + AB este inversabila.
Detalii de rezolvare Barem
asoclat
Inmulteste la stinga A+B=1_ cu matricea Asiobtinem A>+ AB=A 3p
fnmulteste apoi la dreapta cu AB si obtine A’B +(AB)2 = A’B. 4p
Aratd ci (AB)' =0, 5p
Arata ca |n=(|n+AB)(|n—AB) 4p
Verificd ca (1,—AB)(1,+AB)=1, 20
Trage concluzia ca |, + AB este inversabila 2p
TOLAL ..covrrereieinneenietneineineenssenssesssssesssessssssssssesssnssssnssess s s s s s s s s sus s s b ene 20p
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Subiectul 111 (25 puncte)

: : o . a’ +2005

Fie (a,) , un sir de numere reale definit prin a, =+/2005 si a,,, = nZW' vn € N*.

a) Aratatica 1<a,6 <2005, vn € N*.

b) Aritati cd sirul (a,)  este un sir monoton.

c) Calculati lima, si limn(a, -1).

Solutie:

a) Demonstreaza prin inductie matematica ca 1<a_ ,vn € N*,

iar apoi ca a, <2005, vn € N*. Prin urmare 1<a, <2005, Vn € N*.

212 22 2 a, —2005)(a, -1

b) Calculeaza a,,, —a, = &, +2005 -a, = 8, 20068, +2005 (& )(& 1)
2006 2006 2006

Din a) avem ca 1< a, <2005, vn € N*. Prin urmare a,,, —a, <0, Vn € N*, deci sirul (a,)

n=1

este un sir descrescator.

¢) Din a), cum 1<a <2005vn € N*, avem ca sirul (a,)  un sir marginit, iar din b)

avem ca sirul (a, )n>1 este un sir descrescator, prin urmare conform Teoremei lui Weierstrass

avem ca sirul (a,)

., este convergent. Fie lima, =1 € R. Trecem la limitd in relatia de
e n—o

I? + 2005
recurentd si obtinem I=ﬁ, de unde I=1 sau 1=2025. Dar (a,)

descrescator si 1<a, <2005vn € N*, deci | =1.

este un sir
n>1 >

Pentru a calcula limn(a, —1) vom folosi lema lui Stolz -Cesaro.

n—oo
limn(a, -1)=Ilim n
n—w n n—»w 1
a -1

n

n—o

Cumsirul (a, ), este un sir descrescitor cu lima, =1, avem ca ( ] este un sir monoton
n>1

a -1

n

crescator si nemarginit, deci putem aplica lema Stolz -Cesaro.
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. eoon n+l-n . (a,-1)(a,-1)
limn(a, -1) = lim ——=lim — 1 =1im a—a.,
a,-1 a,-1 a -1
T C [ B C e
o= (a,—-2005)(a,—-1) 0= (a&,—2005)
2006 2006

Cum lima, =1, avem cd limn(a, —1)=0.

n—o n—o

Detalii de rezolvare Barem
asoclat

a) Demonstreaza prin inductie matematica ca 1<a,,vn € N* 3p

Demonstreaza prin inductie matematica ca a, <2005, vn € N* 3p
a, —2005)(a, —1)
b) Aratici a —a=(n i 3
) n+1 n 2006 p

Demonstreazd cd (&, ) , este un sir descrescator. 2p

C) Aratd casirul (a,)  este convergent cu limita I =1 sau | =2025 3p
Justificica | =1 2p
limn(a, -1)=Ilim n
n—o0 n - nN—oo 1 ' 1p

a,—1
Arata ca se poate aplica Lema Stolz -Cesaro 2p
. . a. -1
Arata cd limn(a, —1)= —IlmM
N n—o (an - 2005) 4p
2006

Justifica ca limn (a,—1)=0. 2
TOLAL ..covrrertieinncnnnieineinieneenssenssesnsssesssesssssssnssesssssssnssess s s s s s s s s sun s s s ene 25p
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Subiectul 1V (25 puncte)

vn € N*,

Fie (a ) un sir de numere reale definit prin a, = Z

g

a) Calculati lima,.

n—oo

b) Calculati lim(a,)" .

Solutie:
1 1

1 < <
Jn2+n  Jnf+k  Jn?+1

a) Avem , Vke{l,2,...,n}. Adunand cele n inegalitati

n . .
<a, < Cum Ilim— _I|m =1, aplicand criteriul

n
n2+n | AP+l “*“\/ "”“’\/n +1

clestelui obtinem lima, =1.

n—oo

obtinem

nN—o0 n—o0 nN—o0

n(a,-1) )
Dar
n 1 n n n n
a_ —1|=n —n= 1o
( ) [—1 n®+k J Zw/ +k kz_;‘[ 21k J

in—\/n +k & -k
= Jn?+k k:l(n+\/n2+k)\/n2+k

Au loc inegalitatile:
k k k

< <
(n+«/n2+n)\/n2+n (n+\/n2+k)\/n2+k (n+x/n2+1)«/n2+1
Adunand cele n inegalitati obtinem

n k n k < n k

kz—l"(n+\/n2+n)\/n2+n Skz—;'(n+\/n2+k)\/n2+k - k=1(n+\/m>\/m
>k n . ka

= k=L <

(n+\/n2+n)«/n2+n kzl(n+«/n2+k)\/n2+k S(n+«/ﬁ)m

, ‘v’ke{l,Z,...,n}

Cum Zn:k = n(n;l) , obtinem
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n(n+1) Sz”: k . n(n+1)
2(n+«/n2 +n)\/n2 +n l<:1(n+\/n2 +k)«/n2 +k 2(n+M)«/m

n(n+1) n —k n(n+1)

2(n+\/n2+n)\/n2+n 2kz—;‘(n+\/n2+k)\/n2+k ; 2(n+M)M'

= —

Cum lim| - n(n+1) =lim| - n(n+1) :—l, aplicand

N 2(n+\/n2+n)\/n2+n N 2(n+\/n2+1)x/n2+1

. ) ) o 4 —k 1 . -
criteriul clestelui obtinem ci lim =—=, deci lim(a, )n —e

i k=1(n+\/n2+k)\/n2+k 4 i

e
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Detalii de rezolvare Bare_m
asociat
. n
a) Aratd cd ———— 4p
Vn? \/n +1
Aratd ca lim —Ilm 4p
N—o0 , N—o0 n +l
Aplica criteriul clestelui si obtine lima, =1. 2p
b) Arataca Iim(an)n =e"lmn(an_l) 1p
n—o
. . s -k
Arata ca n(a —1)=z
d k=1(n+\/n2+k)\/n2+k 3p
Foloseste inegalitatile
K < K < K , Vk=1,n
(n+\/n2+n)\/n2+n (n+\/n2+k)\/n2+k (n+\/n2+1)\/n2+1 2p
Arata ca
B n(n+1) o3 —k S n(n+1) 3p
2(n+\/n2+n)\/n2+n k—1(n+\/n2+k)«/n2+k 2(n+\/n2+1)\/n2+1
) n(n+1) . n(n+1) 1
Arataca lim| — =lim| — =—= 4
N 2(n+«/n2+n)\/n2+n N> 2(n+\/n2+1)\/n2+1 4 P
. C : —k 1
Foloseste criteriul clestelui si obtine ca lim Z =—= 1p
"o k=1(n+\/n2+k)\/n2+k 4
1
Arata ca Iim(an)n =e 4 1p

n—oo

25p




